15.9.2020 exercise 4

@ving 4

1) Vinkelmomentet L er i klassisk mekanikk definert som L = r X p, der r er posisjonen til partikkelen og
P = m V er bevegelsesmengden. Hvis vilarr = (z,y, 2) og p = (s, Py, ;). s& kan vi skrive

La: Yyp, — zpy
L=|L, | =1 zp, —zp,
L, TPy — YPs

a) Bruk substitusjonene * — =, p, — P, (og tilsvarende for y og z) for & finne operatorene

L,, L, og L, som representerer z-, y-, og z-komponenten til vinkelmomentet L.

Er usikker pa notasjonene til denne oppgaven. Sliter litt med & se hva som star i den fgrste vektoren (fet skrift

eller ikke)

Fra oppgaveteksten:
L, = yp, — 2zp,

Ly = 2Py — TP,
Lz = TPy — YP:z

Ved & bruke substutisjonene gitt i a) i tillegg: T = x og p, = —ih% (tilsvarende for z og y):

~ aa aa 0 0

L, = —2p, = yY(—th—) — 2(—ith—

e = YP: — 2Dy = y(—iho—) — 2 8y)
~ A 0 0

=2zp, — xp, = 2(—th—) — x(—th—

y = 2P — &P, = 2(~thr) — a(—ih o

0 L 0

L, = iﬁy - :&pAa: = z(_Zha_y) - y(_lha)

Ved & faktorisere ut konstantleddene:
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Lz - —lh <.’E8—y — 5)

Vet ikke om dette er ment & veere ferdig svar eller om det skal settes inn i en vektor, men uttrykkene skal

stemme.
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b) Bekreft at

,9] = 0
[mapy] =0
[ mapy] =0

ved & se pa effekten av kommutatorene pa pa en vilkarlig funksjon ¢(z, y).

Vivetfrafgratz = z ogp, = —ih%, og tilsvarende for y og z.

Definisjonen av kommutatorer gir: [121, B] = AB - BA

Vi sjekker kommutatorene med funksjonen ¢(x, y):
(2, 9]¢ = 299 — §2¢ = zyp — yxd = (zy — 2y)$ =

55,6 = 35,6 — 9 8
R 1 (-
o 0% &
[pﬂﬁ’ y]('b = p:vpy¢ - pyp:ccb = (_Zh)z (8%5@/ - 8y8¢$>

Dersom derivasjonsrekkefalgen for ¢ ikke pavirker resultatet (hvilket gjelder alle balgefunksjoner jeg har

veert borti sa langt), blir dette:
2 2
:_712<8¢ — 0¢>:0
0rdy 0x0y

Vi har dermed fatt alle resultatene vi var ute etter.

c) Vi har sett tidligere at

Bruk dette for & vise at

A~

Ly, L,] =ik L,

Hint: Man kan ekspandere kommutatorer pa likt vis som vi gjgr ved multiplikasjon av tall,
f.eks.(a + b)(c + d) = ac + ad + be + bd:

~ A~ ~

[A+ B,C + D] =[A,C] + A, D]+ [B,C] + [B, D]

https://kj1041.apps.stack.it.ntnu.no/user/erlesorl/nbconvert/html/problem_4/exercise 4.ipynb?download=false 2/6



15.9.2020 exercise 4

Henter uttrykk fra 1 a):

~
~

Lm = gﬁz - gpAy = f&pAz + (—ﬁp )
Ly = ‘gpAa: - iﬁz = épAm + (_a}ﬁz)
L, = a}pAy - gp;c
Beregner kommutatoren (begynner med a ekspandere den etter formelen over):
[Lm>Ly] = _[gﬁz’éﬁw] - [gpAz?‘r'%pAz] - [2pl\y?’£p:r] + [z’tpAy?aA:pAz]
Ettersom p, kun bruker z som variabel, anser den x og y som konstanter, dermed vil:
[Yp., zp.] =0
Tilsvarende bruker hverken p,. eller p, z som variabel, slik at den behandles som som konstant, dermed vil:
Slik at:
[Lachy] = _[gﬁzv éﬁm] + [éﬁyviﬁz]
= —YD.ZPz + 2P YD, + RPyZP, — TP Py
Ettersom flere av kommutatorene ikke fungerer pa samme variabler, kan man endre rekkefalgen pa dem:
= —P.2P;Y + ZD:YP: + ZD.PyT — P.ZPy T
= — (2P, — P.2) Yp» + (2D, — P.2) Py
= — (2P, — P.2) Yp: + (2p. — P.2) py2T
Utrykkene i parentesene er likt uttrykket for kommutatoren [Z, p,| som ifelge oppgaveteksten far verdien ih:
= —ihyp, + ihp,
= ih (pAyi' - :gp'\m)
Fra oppgave 1a) har vi at liz = PyT — YDy
=thL,
Slik at:
Ly, L,] = ihL,

Hvilket var det vi skulle vise.

d) Anta at et system er i en tilstand med en bestemt verdi av L, lik k. Hva sier
usikkerhetsprinsippet da om usikkerheten i observablene L, og Ly?
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Dersom systemet er i en tilstand v hvor verdien av L, = h, sa er h en egenverdi:
L.y = hy
Usikkerheten er gitt ved:
st.at, = (i)

Fra oppgave 1 c) har vi at {LA@., Ey] = zhl:z dermed:

AL, AL, = %‘<zhL>) - %’zh <L>{
Ettersom L1 = hap vil <1;> = h:
AL, AL, = %Wy
AL,AL, = %rﬁ

Usikkerhetsprinsippet gir at man ikke kan si sikkert hva L, og Ly er med mindre systemet er i en tilstand der
L, er 0. Altsa: Sa lenge L, ikke er 0 vil man ikke kunne si sikkert hva L, og L, er.

2) Schrodinger-likningen for en partikkel pa en ring av radius r( er

- ~ h?  d?
mez (0) = Emz ¢mz (0)’ H=- 0

2mr} df?

der @ er vinkelen med x-aksen (der vi antar at partikkelen lever i xy-planet)

a) Bekreft at 1/)m, (9) = e gren lasning av Schrodinger-ligningen for et vilkarlig reellt tall
m;.

Setter den foreslatte lgsningen inni S.L.:
A % d?
H,, () = — —
2
2m7’3
2,2
B h*m;

2
2m7‘O

= Emz Tﬁml (0)
Dermed er lgsningen en gyldig, og energien er gitt ved:
h? ml2

2
2mr0

iml 0

eimz@

E, =

b) Hvorfor kan vi kreve at 9,,, (0) = 1), (27)? Vis at dette kravet farer til kvantiseringen
m; = 0,1,-1,2, -2, ...
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Vi kan kreve det fordi partikkelen gar pa ring. Da er en vinkel p4 0 den samme som 27r.

Kravet gir at:

"v/)ml (0) = wml (271')

ezmIO — el 2T

1= eiml27r
i\ 2m,
1= (em) 1
2my __
(D™ =1
Likningen stemmer dersom m; er et heltall, altsa: m; = 0, £1, =2, ... Dermed forer kravet til
kvantiseringen.

c) Normaliser 1), (6).

Den normaliserte balgefunksjonen ‘;m, (0) er gitt ved:
Dy (6) = Ny, (6)
Finner N ved & lgse likningen:
(Bl ) =1
(N [Nbp ) = 1
/027T (Neimle)*NeimledO =1

2
|N|2/ Tre_imleeimlgdﬁ =1
0

21
|N|2/ e’dh =1
0

21
|N|2/ =1
0

IN|*27 =1
Antar at N er reell:
N?2r =1
N2 = =
%7‘('
N iy —
\/271'

Den normaliserte bglgefunksjonen blir da:

Y, (6)

e’iml 0

 Var

d) | polarkoordinater kan vi skrive ﬁz = —i h 0/06. Bekreft at 1, (6) er en egenfunksjon

av L, med egenverdi m; h. Gitt den klassiske definisjonen L = r X p, hvordan kan man
forsta lasningene vy, (0) for kvantetallene m; og —m;?

https://kj1041.apps.stack.it.ntnu.no/user/erlesorl/nbconvert/html/problem_4/exercise 4.ipynb?download=false

5/6



15.9.2020 exercise 4

Dersom ’(/Jml (0) er egenfunksjon, og m;h er tilhgrende egenverdi, sa vil:
Lz'(pml (0) = mlﬁwml (9)
Sjekker dette:

- _ . 8 ’L’ITLIG
szml (0) - Zhaee
= —ik(im;)e'™?

— f)zz/)ml (0) = myhap,, (0)

Altsa stemmer pastanden om egenfunksjon og egenverdi.

Hadde vi lgst samme likning for —m;; ville vi fatt det samme svaret med motsatt fortegn. m; har ingenting &
gjere med posisjonen péa sirkelbanen, men for bevegelsemengden har det noe & si. Dermed far vi at +m; og
—m, svarer til bevegelse i motsatt retning pa sirkelbanen. (med og mot klokka)

e) Gi en forklaring pa hvorfor kommutasjonsrelasjonen [I—:T, f)z] = ( medfarer at energien og
z-komponenten av vinkelmomentet er kompatible observabler.

Kompatible observabler kommuterer. Per definisjon vil to operatorer som kommuterer ha den egenskapen at
de kan males ngyaktig samtidig. Matematisk kommer dette av at det finnes en balgefunksjon som er
egenfunksjon til begge operatorene samtidig, altsa finnes det en tilstand hvor begge stgrrelsene kan males
ngyaktig samtidig, og med samme verdi hver gang. (Altsa ingen usikkerhet i malingen).
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